Олімпіадні  задачі   8 – 9  клас
Задачі на принцип Діріхле

1. У школі 740 учнів. Довести, що принаймні троє з них в один і той самий день святкують свій день народження.                                                                                       
2.   Розв’язання. Якби щодня двоє учнів святкували свій день народження, то в школі було б 732 учнів.
3. У квадраті із стороною 1 довільно розміщено 126 точок. Довести, що деякі шість з них обов’язково лежать усередині круга, радіус якого дорівнює 
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.              Розв’язання.  Якщо поділити квадрат на 25 рівних квадратиків, то принаймні в одному із них буде 6 точок. Якщо з центра цього квадрата описати коло радіусом  
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, то всі точки квадрата лежатимуть усередині круга. Справді 
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 , тому цей круг і буде шуканим. 

4. У кубі із стороною 1м літає 2001 комаха. Довести, що хоч би три з них знаходяться в середині сфери радіуса 0,1м.                                                                             Розв’язання.  Аналогічне до №2.

5. На площині задано 17 точок, з яких жодні три не лежать на  одній прямій. Кожні дві точки сполучені відрізком одного з трьох кольорів. Довести, що існує трикутник з вершинами в даних точках, сторони якого зафарбовано в один і той самий колір.                                                                                                            Розв’язання.  Припустимо, що не існує такого трикутника. Доведемо, що таке припущення неправильне. Нехай з деякої точки виходить 16 відрізків, які з’єднують її з іншими точками. Серед цих точок принаймні 6 зафарбовано однаково, наприклад червоним кольором. Очевидно, що  жодну пару з цих шести точок  вже не можна з’єднати червоним кольором, бо тоді утвориться трикутник, всі сторони якого зафарбовані в червоний колір. З’єднаємо деяку з цих точок з іншими точками. Серед п’яти утворених відрізків принаймні три зафарбовані одним кольором, наприклад, зеленим. Якби кінці цих трьох відрізків з’єднати червоним або зеленим кольором, то дістали шуканий трикутник. Але, якщо їх з’єднати відрізками третього кольору, також утвориться такий трикутник.
6. У залі р ≥2 людей. Довести, що серед них знайдеться принаймні дві людини, які мають серед присутніх однакову кількість знайомих.                                       Розв’язання.  Припустимо, що коли А знайомий з В, то В знайомий з А. Зрозуміло, не можна вважати, що хто-небудь знайомий сам собі. Якщо в залі буде принаймні дві людини, які не мають жодного знайомого серед присутніх, то твердження доведене. Нехай залишилось k осіб, кожна з яких може мати 1, 2, …,k-1 знайомих. На основі принципу Діріхле принаймні дві з k осіб мають однакову кількість знайомих.
Інші типи простих логічних задач

1. маємо аркуш паперу. Його розрізують на 8 або 12 частин. Кожну з частин, що дістають після розрізування аркуша, знову розрізують на 8 чи 12 частин або залишають без змін. Чи можна продовжуючи таким чином розрізування, дістати 60 частин аркуша?                                                                                                       Розв’язання.  Після кількох розрізувань дістанемо 1+7k+11n частин аркуша, де k – кількість розрізувань на 8 частин, n – кількість розрізувань на 12 частин. Рівняння  1+7k+11n=60 не має розв’язків у цілих числах, бо n=
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 при жодному цілому 0≤k<8 
[image: image6.wmf]не буде цілим числом.
2. Летів табун сороканіжок і триголових драконів. У них було всього 26 голів та 298 ніг. У кожної сороканіжки одна голова. Скільки ніг у триголового дракона?   Розв’язання.  Нехай було х сороканіжок і у драконів. Кількість сороканіжок не перевищує 7, крім того х+3у=26; у=
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. Щоб у було цілим додатним числом, необхідно, щоб х=5. Випадок х=2 веде до того, що у драконів буде різна кількість ніг. Якщо х=5, то у=7. Тоді сороканіжки матимуть 200 ніг, а дракони 98 ніг. Отже, у триголового дракона було 14 ніг.
3. Мати поділила між своїми синами груші. Першому вона дала половину всіх груш і ще половину груші, другому – половину остачі і ще половину груші і, нарешті, третьому – половину нової остачі і ще половину груші. Жодної груші при цьому не треба було розрізати. Скільки груш одержав кожний син, якщо мати роздала всі груші?                                                                                                                      Розв’язання.  Неважко побачити, що останній син одержав одну грушу. Це була половина остачі і ще пів груші, тому друга остача – одна груша. Другий син одержав 2 груші. Нарешті для першого сина половина остачі і ще пів груші становила 4 груші. Отже, у матері було 7 груш.
4. Кожен з трьох друзів зіграв однакову кількість шахових партій з іншими. При цьому з’ясувалося, що перший з них виграв найбільшу кількість партій, другий програв найменшу кількість партій, а третій дістав найбільшу кількість очок. Чи могло так бути? Якщо ні, доведіть, якщо так, наведіть приклад.                     Розв’язання.  Таке могло трапитися. Нехай кожних двоє зіграли між собою по 10 партій. При цьому перший виграв у другого 3 партії, а другий виграв у нього стільки ж. У третього перший виграв 4 партії, але програв йому 5 партій. Усі інші партії закінчилися внічию. Тоді перший, який виграв 7 партій, програв 8 і 5 закінчив внічию, матиме9,5 очок, другий, який виграв 3 партії і програв 3 партії, а в чотирнадцяти партіях набрав по 0,5 очок, матиме 10 очок. Третій набере 11,5 очок, бо в нього 5 виграшів, 4 програші і 11 внічию.
5. Скільки існує цілих додатних восьмицифрових чисел, цифри яких ідуть у спадному порядку?                                                                                                                  Розв’язання.   Випишемо в рядок усі 10 цифр у спадному порядку. Якщо в цьому ряді викреслити дві які-небудь цифри, то дістанемо восьмицифрове число, цифри якого йдуть у спадному порядку. Таких чисел буде 45.
6. Скільки існує цілих додатних чисел, менших від 1000, що складаються з різних цифр?                                                                                                                      Відповідь: 720.
7. Скільки існує додатних трицифрових чисел, цифри яких записані в зростаючому порядку?                                                                                                                   Відповідь:120.
8. Знайти суму цифр усіх шестицифрових чисел, які можна утворити за допомогою цифр 2, 3, 4, 5, 6, 7 (цифри в числах не повторюються).                                Розв’язання.  Спочатку знайдемо всі такі числа. Їх буде 720. Сума цифр кожного з них одна і та сама – 27. Отже, сума цифр усіх чисел буде 19 440.
9. Дано п’ятицифрове число 25762. Яку цифру і на якому місці слід записати в цьому числі, щоб дістати число, яке ділиться на 36?                                                        Розв’язання.  Число ділиться на 36 тоді, коли воно ділиться на 4 і 9. Шукане шестицифрове число поділиться на 4, якщо друга від кінця цифра в нього буде непарною або остання цифра кратна 4. Щоб це число поділилось на 9, слід дописати цифру 5. Її можна дописати лише на місце десятків. Отже, шукане число  257652.
Алгебра  8   клас
1. Довести тотожність a3+b3+c3=3abc, якщо a+b+c=0.                                          
 Розв’язання. З умови випливає, що a+b=-c. Піднесемо обидві частини цієї рівності до кубу. Дістанемо a3+b3+3ab(a+b)= -c3. Підставивши замість a+b= -c, матимемо a3+b3-3abc= -c3 , звідки a3+b3+c3=3abc.

2. Якщо 
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.  Доведіть це.                                    Розв’язання.  Поділивши обидві частини даної рівності на 2, дістанемо  
[image: image10.wmf]2

2

2

2

2

2

2

=

+

+

+

y

x

xy

xy

y

x

. Якщо сума двох взаємно обернених чисел дорівнює 2, то ці числа рівні між собою і кожне з них дорівнює 1. Якщо 
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3. Знайти всі пари цілих невід’ємних чисел 
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, що задовольняють рівняння 
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.                                                                                                Розв’язання.   Запишемо дане рівняння у вигляді 
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,  тому розв’язками будуть пари х=5, у=4  і   х=0, у=5.
4. Порівняти  334 і  251.                                                                                                       Розв’язання.   334 і  251,    32*17
[image: image16.wmf]і   23*17,    отримаємо 917 і 817,  отже, 917>817,  334>251.

5. До деякого двоцифрового числа справа і зліва приписали по 1. В результаті отримали число в 23 рази більше за початкове. Знайти це число.            Відповідь:77.
6. Перша цифра деякого трицифрового числа 8. Якщо цю цифру переставити на останнє місце, то число збільшиться на 18. Знайти початкове число.          Відповідь: 890.       
7. Перша цифра чотирицифрового числа 7. Якщо цю цифру переставити на останнє місце, то отримаємо число менше від даного на 864. Знайти дане число.       Відповідь:7681.
8. Якщо між цифрами двоцифрового числа записати це саме двоцифрове число, то отримане чотирицифрове число буде більше від даного в 77. Знайти дане число. Відповідь:15.
9. Довести, що вираз 333555+555333 ділиться на 37.                                             Розв’язання.  333555+555333=3555·111555+5333·111333=111333(3555·111222+5333),  так як  111=3·37, то вираз ділиться на 37. 
Геометрія  8 клас

1. Які кути може мати рівнобедрена трапеція, якщо відомо, що вона розбивається діагоналлю на два рівнобедрені трикутники.                                                                Відповідь: кути шуканої трапеції 72º і 108º.
2. Проведіть шість прямих і позначте на них 11 точок так, щоб на кожній прямій було позначено рівно 4 точки.
3. У рівнобедреному трикутнику АВС (АВ=ВС) проведено бісектриси АА1 і ВВ1. Знайдіть кути трикутника АВС, якщо АА1=2ВВ1.                                           Відповідь:36º,36º , 108º .
4. Сума радіусів вписаного та описаного кіл прямокутного трикутника дорівнює одному з катетів. Знайдіть гострі кути трикутника.                                               Відповідь: по 45º.
5. У трикутник АВС, периметр якого дорівнює 2p, вписано коло. Дотична до кола перетинає сторони АВ і АС у точках К і L відповідно. Знайдіть периметр трикутника КВL, якщо АС=b.                                                                              Відповідь: 2(p-b).
6. Радіус кола, вписаного в прямокутний трикутник, дорівнює піврізниці катетів. Знайдіть гострі кути трикутника.                                                                         Розв’язання:  Нехай катети трикутника дорівнюють a і b, а гіпотенуза – с. Тоді радіус вписаного кола 
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. Тобто один з кутів трикутника дорівнює 30º , а другий – 60º.
Алгебра  9 клас

1. Скільки розв’язків має рівняння  | x2 – 4 | x | |=а  залежно від параметра а?              Відповідь: Якщо а<0, то не має розв’язків; якщо а=0, то має три корені; якщо 0<а<4, то 6 коренів; якщо а=4, то 4 корені; якщо а>4, то два корені.
2. При яких значеннях параметра а рівняння  
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 має єдиний корінь?                                                                                                                       Відповідь: 
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3. Порівняти  
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.                                                                           Розв’язання:  Піднесемо обидві частини до квадрату  
[image: image25.wmf](

)

5

2

10

25

5

2

6

16

1

-

+

K

;          

[image: image26.wmf](

)

(

)

80

*

25

5

2

10

5

2

6

16

1

+

+

K

; 


[image: image27.wmf]80

*

25

5

32

80

16

1

+

K

;

125
[image: image28.wmf]5

32

80

+

K

;       45
[image: image29.wmf]5

32

K

;       2025…5120, отже, 2025<5120.

4. Довести, що сума квадратів п’яти послідовних натуральних чисел не може бути повним квадратом.                                                                                                        Розв’язання: Доводимо методом від супротивного. Позначимо ці п’ять чисел через n-1, n-2, n, n+1, n+2. Дістанемо (n-2)2+(n-1)2+n2+(n+1)2+(n+2)2=5n2+10=5(n2+2). Вираз 5(n2+2) може бути повним квадратом лише при умові, що n2+2 ділиться на п’ять, що не можливо, бо тоді б n2 закінчувалося цифрою 8 або 3. Отже, дане твердження доведено.
5. Довести, що при будь-якому а ≥0 справджується нерівність 2а3 + 2а2 +1>а.     
Розв’язання: 2а3+2а2+1=а(2а2+2а+
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6. Довести нерівність  
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  Розв’язання:  Очевидно, що   
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.                             Якщо почленно перемножити ці рівності, дістанемо  
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   Помножимо обидві частини цієї рівності на добуток 
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Геометрія  9 клас

1. Побудувати замкнену ламану, що має 10 ланок, кожні дві сусідні з яких взаємно перпендикулярні, та 7 точок само перетину.
2. Відрізок АВ є діаметром кола, а точка С лежить поза цим колом. Відрізки АС і ВС перетинаються з колом у точках Д і М відповідно. Знайдіть кут АСВ, якщо площі трикутників ДСМ і АСВ відносяться як 1:4.                                                            Відповідь: 60º.

3. На стороні ВС трикутника АВС позначено точку Д так, що ВД:ДС=2:3. У якому відношенні медіана ВМ ділить відрізок АД?                                                     Відповідь: 5:2.
4. Коло, побудоване на більшій основі трапеції як на діаметрі, дотикається до меншої основи і перетинає бічні сторони та ділить їх навпіл. Знайдіть меншу основу трапеції, якщо радіус кола дорівнює R.                                                                    Відповідь: 2R( 
[image: image47.wmf]3

- 1).
5. У прямокутному трикутнику АВС (<С=90º) відрізок СД – висота. Бісектриси прямих кутів трикутників АСД і ДСВ відповідно дорівнюють l1  і   l2. Знайдіть бісектрису прямого кута трикутника АВС.                                                          Відповідь: l=
[image: image48.wmf]2
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6. В опуклому чотирикутнику АВСД діагональ ВД є бісектрисою кута АВС. Відомо, що АВ=9см, ВС=14см, СД=12см, ДА=13см. Знайдіть кут ВСД.                         Відповідь: 90º.
7. У прямокутний трикутник вписано коло. Точка дотику ділить один із катетів у відношенні 1:2, рухаючись від вершини прямого кута. Відстань від центра вписаного кола до вершини прямого кута дорівнює 
[image: image49.wmf]18

см. Знайдіть сторони трикутника.                                                                                                            Відповідь: 15см, 12см.
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